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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Préisons d'abord un peu les hoses. On onsidère une fontionf dé�nie sur une partie I de R et à valeurs réelles, ainsiqu'un élément a de I . Et la question est de savoir s'ilexiste une suite (un)n∈N telle queu0 = a et pour tout n ∈N un+1 = f (un).

(Lyée Jean PERRIN) 3 / 54



Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Préisons d'abord un peu les hoses. On onsidère une fontionf dé�nie sur une partie I de R et à valeurs réelles, ainsiqu'un élément a de I . Et la question est de savoir s'ilexiste une suite (un)n∈N telle queu0 = a et pour tout n ∈N un+1 = f (un).Il me semble que oui ! Il su�t de dé�nir u1 omme égalà f (a), et ainsi de suite.
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
C'est tout e que ela vous inspire, Téhessin ? Vous êtes sûr depouvoir ontinuer ?
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
C'est tout e que ela vous inspire, Téhessin ? Vous êtes sûr depouvoir ontinuer ?Ben, oui, je pose u2 = f (u1), puis... ! ? Ah, je vois le pro-blème : il faudrait que f soit dé�nie en u1 !
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Ce qui n'a en e�et auune raison de se produire. Par exemple, iln'existe pas de suite (un)n∈N telle queu0 =−1 et pour tout n ∈N un+1 = un− 1un .
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Ce qui n'a en e�et auune raison de se produire. Par exemple, iln'existe pas de suite (un)n∈N telle queu0 =−1 et pour tout n ∈N un+1 = un− 1un .Car, ave g :R∗ →R, x 7→ x − 1x , on a g(−1)= 0, don g n'est pas dé�nieen g(−1). Il faut également s'assurer qu'auun des termes suivants ne vaêtre égal à −1.
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?Ce qui n'a en e�et auune raison de se produire. Par exemple, iln'existe pas de suite (un)n∈N telle queu0 =−1 et pour tout n ∈N un+1 = un− 1un .Car, ave g :R∗ →R, x 7→ x − 1x , on a g(−1)= 0, don g n'est pas dé�nieen g(−1). Il faut également s'assurer qu'auun des termes suivants ne vaêtre égal à −1.D'aord, mais si on avait pris une valeur stritementpositive pour u0, alors on aurait eu g(u0) > 0, don onpourrait dé�nir g(g(u0)) qui serait lui-même stritementpositif, et. On pourrait don dé�nir tous les termes dela suite.(Lyée Jean PERRIN) 5 / 54



Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Tout à fait ! Et le point lé dans e que vous venez de dire estque g (

]0,1[)⊂]0,1[, e qui, ave la dé�nition suivante, setraduit par � ]0,1[ est stable par g �.
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Tout à fait ! Et le point lé dans e que vous venez de dire estque g (

]0,1[)⊂]0,1[, e qui, ave la dé�nition suivante, setraduit par � ]0,1[ est stable par g �.Cela veut don dire que si on prend u0 dans ]0,1[, on est sûr que tous lestermes resteront dans et intervalle.
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?Partie stable
Dé�nitionSoit f une fontion dé�nie sur une partie I de R et à valeurs réelles. On ditqu'une partie S de I est stable par f lorsquepour tout x ∈ S f (x) ∈ S .
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Euh.....Eh bien euh...
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Euh.....Eh bien euh...Je vois. Voyons le début d'un petit exerie de Ba sur les suites.
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?ExerieSoit f la fontion dé�nie sur l'intervalle [0 ; 2] parf (x)=
2x +1x +1Étudiez les variations de f sur l'intervalle [0 ; 2].Montrez que si x ∈ [1 ; 2], alors f (x) ∈ [1 ; 2].Les suites (un) et (vn) sont dé�nies sur N paru0 = 1 et un+1 = f (un)v0 = 2 et vn+1 = f (vn)Montrez que pour tout entier naturel n, 1É un É 2 et 1É vn É 2(Lyée Jean PERRIN) 9 / 54
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Maintenant, si a est élément d'une partie S de I stable par f ,alors on pourra dé�nir f (f (a)) puisque f (a) ∈ S , puisf (f (f (a))) puisque f (f (a)) ∈ S , et. Il su�t don de hoi-sir u0 dans S .
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Une relation un+1 = f (un) dé�nit-elle toujours une suite ?
Dé�nitionSoit f une fontion dé�nie sur une partie D de R, un intervalle I stable parf et un réel a ∈ I .On peut alors onstruire une suite (un) dé�nie par











u0 = apour tout n ∈N, un+1= f (un)Une telle suite ainsi dé�nie est appelée une suite réurrente.
(Lyée Jean PERRIN) 11 / 54



Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?...
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?...Ben, un+1 = f (un), et don limn→+∞

un+1 = limn→+∞
f (un). Sion appelle ℓ la limite de (un), on a don ℓ= f (ℓ)
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?...Ben, un+1 = f (un), et don limn→+∞

un+1 = limn→+∞
f (un). Sion appelle ℓ la limite de (un), on a don ℓ= f (ℓ)Il su�t don de résoudre l'équation x = f (x).
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
Êtes-vous sûr que (f (un)) onverge vers f (ℓ) ? Et même en suppo-sant que ela soit vrai, la limite ℓ n'est pas néessairementune solution de f (x)= x !
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Êtes-vous sûr que (f (un)) onverge vers f (ℓ) ? Et même en suppo-sant que ela soit vrai, la limite ℓ n'est pas néessairementune solution de f (x)= x !Ah bon ! ? Alors là, je ne vois vraiment pas pourquoi.
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
Êtes-vous sûr que (f (un)) onverge vers f (ℓ) ? Et même en suppo-sant que ela soit vrai, la limite ℓ n'est pas néessairementune solution de f (x)= x !Ah bon ! ? Alors là, je ne vois vraiment pas pourquoi.La subtilité sort vraiment du adre de la terminale. Retenez seule-ment que f doit être ontinue sur un intervalle I qui doitlui-même être un intervalle fermé.
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
ThéorèmeSoit I un intervalle fermé de R, soit f une fontion ontinue de I vers I , etsoit (un) une suite d'éléments de I telle que un+1= f (un) pour tout n. Si
(un) est onvergente, alors sa limite est un point �xe de f .
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
AttentionVous aurez bien noté le � SI (un) est onvergente, alors sa limiteest... �. Il faudra don bien ommener par montrer quela suite est onvergente.
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?Mettons ça en pratique dans un autre petit extrait d'un exeriede Ba.ExerieSoit (un) la suite numérique dé�nie sur N par :u0 = 0 et un+1 =√3un+4Montrez que (un) est majorée par 4.Montrez que (un) est stritement roissante.Montrez que (un) onverge.Déterminez la limte de (un)(Lyée Jean PERRIN) 16 / 54
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
Mais s'il n'y a qu'une solution à l'équation f (x)= x , est-e que (un) ne va pas toujours onverger vers ette so-lution ?
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Mais s'il n'y a qu'une solution à l'équation f (x)= x , est-e que (un) ne va pas toujours onverger vers ette so-lution ? Non ! Prenez par exemple la suite dé�nie paru0 = 1 et, pour tout n ∈N un+1 = 32un
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Mais s'il n'y a qu'une solution à l'équation f (x)= x , est-e que (un) ne va pas toujours onverger vers ette so-lution ? Non ! Prenez par exemple la suite dé�nie paru0 = 1 et, pour tout n ∈N un+1 = 32unLa fontion f : x 7→ 32x admet un unique point �xe qui est...
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?Mais s'il n'y a qu'une solution à l'équation f (x)= x , est-e que (un) ne va pas toujours onverger vers ette so-lution ? Non ! Prenez par exemple la suite dé�nie paru0 = 1 et, pour tout n ∈N un+1 = 32unLa fontion f : x 7→ 32x admet un unique point �xe qui est...Zéro !
(Lyée Jean PERRIN) 17 / 54



Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?
... et pourtant la suite ne onverge pas vers 0, n'est-e pas ?
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... et pourtant la suite ne onverge pas vers 0, n'est-e pas ?Si vous le dites...
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... et pourtant la suite ne onverge pas vers 0, n'est-e pas ?Si vous le dites...Observez bien le terme général un+1 = 32un...
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Quelles sont les limites possibles d'une suite réurrente ?... et pourtant la suite ne onverge pas vers 0, n'est-e pas ?Si vous le dites...Observez bien le terme général un+1 = 32un...Bon sang ! Mais 'est bien sûr ! C'est une suite géomé-trique de raison 32. Elle diverge vers l'in�ni.(Lyée Jean PERRIN) 18 / 54



Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)

Il faudrait rajouter � en Terminale �, ar au Ba, dans 257 exer-ies sur 258, la fontion f est roissante. Voyons unexemple.
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Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)Il faudrait rajouter � en Terminale �, ar au Ba, dans 257 exer-ies sur 258, la fontion f est roissante. Voyons unexemple.ExempleSoit (un) la suite dé�nie par










u0 =−1/2un+1=p1+unDéterminez tout d'abord les points �xes éventueles de f .
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Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)Il faudrait rajouter � en Terminale �, ar au Ba, dans 257 exer-ies sur 258, la fontion f est roissante. Voyons unexemple.ExempleSoit (un) la suite dé�nie par










u0 =−1/2un+1=p1+unDéterminez tout d'abord les points �xes éventueles de f .On montre que le seul point �xe est ϕ= (1+p5)/2(Lyée Jean PERRIN) 19 / 54



Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)
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Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)

L'inégalité a0 <ϕ, ave ϕ= (1+p5)/2, se onserve.En e�et, si an <ϕ pour un ertain n,alors p1+an <√1+ϕ,'est-à-dire an+1<ϕ.On a don montré que an <ϕ pour tout n.
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Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)

Cei prouve que l'intervalle [−1,ϕ[ est stable par f .Don un+1−un =p1+un−un > 0et don que (un) est roissante et majorée par ϕ.Elle est don onvergente.En�n, la fontion f étant ontinue sur [−1,ϕ], la suite onverge vers unpoint �xe de f ,à savoir ii ϕ.On en déduit que limn→+∞
un =ϕ
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Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)

Plus généralement, on peut aussi parfois déterminer le sens de variation dela suite (un) par � onservation d'inégalités �. Supposons par exemple quef soit roissante. Alors la position de u0 par rapport à u1 va déterminer lesens de variation de la suite.En e�et, si u0 É u1, alorsf (u0)É f (u1), 'est-à-direu1 É u2, et :on obtient don par réurrene un É un+1 pour tout n...Et de même, u0 Ê u1 entraîne que la suite (un) est déroissante.
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Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)

Si f est déroissante, les hoses se ompliquent un peu.
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Le seret de l'étude des suites du type un+1 = f (un)

En�n, si f n'est pas monotone, le omportement de (un) peut même êtretrès ompliqué, � haotique �. Pour nous amuser, nous examinerons àl'aide de XCAS le omportement d'une suite telle quepour tout n ∈N un+1=µun (1−un)
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En résuméVoii quelques idées simples qui pourront vous guider dans votre étuded'une suite dé�nie par une relation du type un+1 = f (un).Commenez par étudier la fontion f : si par hane elle estroissante sur un intervalle intéressant, vous pourrez prouver desinégalités intéressantes (en utilisant la onservation de l'ordre par f )et en partiulier étudier le sens de variation de la suite selon que u0est supérieur ou inférieur à u1.Vous serez le plus souvent amenés à prouver qu'une suite estmonotone et bornée, don onvergente.Pour déterminer sa limite, on utilise le théorème bien onnu.N'oubliez pas de véri�er toutes les onditions d'appliation, à savoirque la suite est dé�nie par une relation du type un+1 = f (un), que fest ontinue de I vers I , I étant un intervalle fermé, que la suite
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En résumé
Pour vous aider à visualiser la situation, n'hésitez pas à faire appel à XCASgrâe à la fontionplotseq( f(x),u0,n) )
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En résuméplotseq(2/(x+1),0.2,6)
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En résumé
ExosReprésentation
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